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ОДИН СПОСОБ ВЫЧИСЛЕНИЯ ВРЕМЕНИ 
СМЕШИВАНИЯ ДЛЯ ГЕНЕТИЧЕСКИХ ОПЕРАТОРОВ 

СКРЕЩИВАНИЯ* 

Ю.Р.Цой1 

В работе предлагается способ вычисления времени смешивания для 
1-, 2- и n-точечного операторов кроссовера, работающих с 
бинарными строками. Полученные оценки времени смешивания для 
1- и 2-точечного точечного кроссовера совпадают с оценками из 
более ранних работ Рабани с сотрудниками и Пругеля-Беннета и для 
бинарных хромосом длины L имеют порядок ( )LL lnΟ . 

Введение    
Генетические алгоритмы (ГА) [Емельянов и др., 2003, Holland, 1975] 

используют принципы естественной эволюции и часто применяются для 
решения задач моделирования и оптимизации. Решение оптимизационных 
задач с использованием ГА возможно благодаря представлению 
(кодированию) вероятного решения задачи в виде строки (хромосомы), 
которая изменяется с течением времени в результате преобразований с 
использованием генетических операторов. Целесообразность 
преобразований определяется с помощью функции приспособленности, 
которая зависит от поставленной задачи и соответствующей целевой 
функции и определяет приспособленность каждой хромосомы в 
зависимости от качества соответствующего ей декодированного решения. 
Отличительной особенностью большинства ЭА является использование 
одновременно множества решений, популяции, что делает возможным 
параллельный поиск и часто позволяет компенсировать шум при 
вычислении приспособленностей [Arnold et al., 2000], а также «починить» 
(repair) ненужные изменения хромосом [Beyer, 1995]. 
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Оператор скрещивания – кроссовер, является одним из основных 
операторов в ГА и используется для получения хромосом потомков путем 
рекомбинации родительских хромосом (рис. 1). Вместе с оператором 
мутации, который вносит произвольные изменения в хромосомы 
популяции, оператор кроссовера (ОК) определяет положение популяции 
потомков в пространстве поиска. Поскольку часто в генотипе кодируются 
параметры решаемой задачи, то можно сказать, что генетические 
операторы играют одну из определяющих ролей в перемещении 
популяции в фазовом пространстве задачи. 

 

 
Рис. 1. 1-точечный (а) и 2-точечный (б) операторы скрещивания для бинарных 
хромосом. Пунктирные стрелки указывают на одну и ту же точку разрыва 2-
точечного ОК, которая «склеивает» начало и конец хромосомы (в соответствии с 
общепринятой условностью, впервые введенной в [De Jong, 1975]) 

 
Одним из основных свойств операторов скрещивания является 

способность к смешиванию, которая характеризует способности ОК к 
созданию пар хромосом потомков, отличных от хромосом родителей. К 
примеру, для двух бинарных родительских хромосом длины L, 
различающихся в k разрядах (расстояние по Хеммингу между 
хромосомами равно k) и если )( kLk −≤ , то одноточечный ОК позволяет 
создать (k + 1) различную пару хромосом потомков, двухточечный ОК: 
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. Соответственно считается, что 1-точечный ОК имеет 

наименьшие способности к смешиванию, а однородный ОК Сисверды 
[Syswerda, 1989] является оператором с максимальной смешивающей 
способностью [De Jong et al., 1992]. 

Еще одной характеристикой, которая отражает способности ОК к 
смешиванию, является время смешивания (mixing time), за которое 
оператор скрещивания, работающий без селекции и мутации, преобразует 
популяцию максимально различных строк в популяцию одинаковых по 
составу строк [Rabani et al., 1998] (рис. 2) (порядок следования символов в 
строках не учитывается). Достаточно очевидно, что ОК с большими 
способностями к смешиванию быстрее перемешивают популяцию. 

 

 
Рис. 1. Пример несмешанной и смешанной популяции для случая 5-символьного 
алфавита 

 
В работах Рабани с сотрудниками [Rabani et al., 1998] и Пругеля-

Беннета [Prugel-Bennett, 2001] показано, что время смешивания для 1- и 2-
точечного ОК имеет порядок ( )LL lnΟ , а для однородного кроссовера – 

( )LlnΟ . Однако использованный в работах [Rabani et al., 1998, Prugel-
Bennett, 2001] математический аппарат довольно сложен. В частности, в 
[Rabani et al., 1998] оператор кроссовера был промоделирован как 
динамическая система второго порядка (quadratic dynamical systems) и 
получены достаточно точные верхняя и нижняя границы времени 
смешивания. В [Prugel-Bennett, 2001] оценка времени смешивания 
кроссовера производится в результате анализа предложенного Пругелем-
Беннетом параметра порядка – меры смешанности строк в популяции. 
Рассматриваемые операторы кроссовера единообразно формализуются, 
однако, специфика работы различных операторов (в частности, различная 
позиционная неопределенность (positional bias)) стала причиной 
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использования разной методологии вычисления времени смешивания для 
разных операторов. Также отметим, что анализ в [Rabani et al., 1998, 
Prugel-Bennett, 2001] осложняется рассмотрением популяции строк, т.к. в 
этом случае приходится моделировать изменение распределения строк по 
их составу в пространстве параметров в ходе эволюции. 

В данной статье будет показано, что можно получить оценки, 
аналогичные оценкам из более ранних исследований, используя намного 
более простой и универсальный подход. Необходимо отметить, что в 
работе [Rabani et al., 1998] одной из основных целей являлось 
моделирование эволюции популяции, изменяющейся под действием 
только оператора кроссовера, поэтому полученные в работе Рабани с 
сотрудниками результаты более детальны, а, следовательно, и более 
значимы. 

1. Описание способа вычисления времени смешивания 
Будем анализировать время τ , которое потребуется, чтобы 

распределить символы некоторой строки 0S  длины L по всей популяции 
так, чтобы все разряды попали в различные строки. Для вычисления 
времени смешивания для ОК считаем, что время необходимое для 
распределения разрядов из 0S  по популяции, совпадает по порядку со 
временем, необходимым для распределения по популяции символов всех 
других строк, и, следовательно, совпадает по порядку со временем 
смешивания τ  для рассматриваемого ОК. 

Рассмотрим нижнюю границу этого времени minτ  для ОК, 
порождающего двух особей-потомков. В самом «благоприятном» 
варианте в момент времени t = 0 исходная строка делится на две равные 
части (по числу хромосом потомков). Затем эти части также делятся 
пополам, причем полученные половины переходят к разным хромосомам-
потомкам, т.е. для 1=t  разряды из исходной строки будут присутствовать 
в 4-х строках популяции. Рассуждая подобным образом, видно, что для 
полного распределения разрядов строки 0S  по всей популяции 
необходимо минимум 

 
L2min log=τ     (1.1) 

 
шагов, что соответствует минимально возможному времени смешивания 
ОК для случая генерации двух особей-потомков. Поскольку однородный 
кроссовер обладает максимально возможными смешивающими 
способностями [De Jong et al., 1992], то можно предположить, что время 
смешивания для однородного кроссовера uniτ  имеет порядок ( )L2logΟ , 



что согласуется с результатами [Rabani et al., 1998, Prugel-Bennett, 2001], 
где порядок uniτ  составляет ( )LlnΟ . 

Далее, для других ОК будем считать, что при скрещивании двух 
особей одна и только одна родительская хромосома содержит разряды из 

0S . Т.е. предполагаем, что длина L строки мала по сравнению с размером 
популяции n, т.е. Ln >> . В этом случае  вероятность перемешать в 
результате скрещивания разряды из 0S , которые могли бы присутствовать 
в каждой из родительских хромосом, невелика и ею можно пренебречь. 

Для вычисления времени смешивания для 1-точечного ОК нам, таким 
образом, достаточно посчитать время, которое необходимо, чтобы точки 
кроссовера попали на каждую позицию из (L – 1) возможной «внутри» 0S . 
Т.е. будем вычислять время, за которое исходная строка будет разделена 
на отдельные разряды, которые, согласно сформулированному условию, 
будут распределены по различным хромосомам. 

Также полагаем, что использованная единожды точка разрыва в 
дальнейшем не учитывается. Другими словами, считаем, что как только 
точка разрыва ОК попадает после i-го разряда 0S , то повторное попадание 
точки разрыва в эту же позицию не приводит к дальнейшему разбиению 

0S  на подстроки и, следовательно, не влияет на оценку времени 
смешивания. 

Для 1-точечного ОК время смешивания 1τ  будем вычислять как: 
 

),1(...)2()1( 1111 −+++= Ltttτ    (1.2) 
 
где )(1 kt  – время необходимое для попадания точки разрыва 1-точечного 
ОК в k-ю по счету возможную точку разрыва. Будем вычислять время 

)(1 kt  как величину, обратную частоте,  )()( 1
1 1

kpkt −= , где )(1 kp  – 
вероятность попадания в k-ю позицию разрыва для 1-точечного ОК. Тогда 
имеем: 
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Подставляя (1.3) в (1.2), получим: 
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n
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неравенство [Выгодский, 2001]: 
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Подставляя данное неравенство в (1.4), получим: 
 

( ) ( ) ( ) ( )14ln1722,012log1 21 −−≈−−> LLLLτ ,   (1.6) 
 

что совпадает по порядку со временем смешивания для 1-точечного 
кроссовера )ln( LLΟ , вычисленного в работах [Rabani et al., 1998, Prugel-
Bennett, 2001]. 

Рассуждая аналогичным образом, вычислим нижнюю границу времени 
смешивания 2τ  для 2-точечного ОК. Согласно известному соглашению, 
сформулированному в [De Jong, 1975], для 2-точечного ОК существует L 
возможных точек разрыва, причем L-1 точка разрыва совпадает с 
таковыми для 1-точечного кроссовера и еще одна «склеивает» начало и 
конец хромосомы. Будем рассматривать время )1,()1,( 1

22 +=+ − kkpkkt , 
где )1,(2 +kkp  – вероятность «выбывания» из рассмотрения k-й и (k +1)-й 
возможных точек разрыва. Здесь, для более точной оценки 2τ , 
рассматривается только случай, когда обе точки 2-точечного ОК попадают 
на еще «не использованные» точки разрыва в 0S , поскольку во всех 
других случаях, в предлагаемом способе анализа будет рассматривается 
случайная комбинация 1-точечного и 2-точечного ОК, что, безусловно, 
повлияет на результат вычисления 2τ . Полагая для простоты, что L – 
четно, по аналогии с выражением (1.4) имеем: 
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Подставив (1.5), получим: 
 

,2ln361,02log
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Данная оценка времени смешивания для 2-точечного ОК совпадает по 

порядку с величиной )ln( LLΟ , полученной в [Rabani et al., 1998, Prugel-
Bennett, 2001]. Заметим, что согласно (1.6) и (1.7): ,2 21 ττ ≈  что совпадает 
с результатом из [Prugel-Bennett, 2001]. 

Для случая n-точечного ОК легко показать, что 
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что приводит к оценке: 

 

n
L

n
L

n
L

n
L

n 2ln443,12log2 ≈>τ .  (1.9) 

 
Заметим, что с ростом n и L ошибка оценки (1.9) увеличивается, в силу 

преобразования (1.8), а также ввиду рассматриваемого случая Ln >> . Для 
предельного случая n = L , соответствующего однородному ОК, получаем 
очевидное неравенство: 

 
1>Lτ . 

 
Это показывает, что полученные оценки – консервативны и задают 

нижнюю границу времени смешивания для рассмотренных 1-, 2- и n-
точечного ОК. 

Заключение 
В работе представлен простой способ вычисления оценки времени 

смешивания для ОК для бинарных хромосом, основанный на вычислении 
количества поколений, необходимых для попадания точек разрыва во все 
возможные позиции внутри хромосомы. Получены оценки времени 
смешивания )ln( LLΟ  для 1-, 2- и n-точечного операторов кроссовера, 
совпадающие по порядку с оценками из работ [Rabani et al., 1998, Prugel-
Bennett, 2001]. Также показано, что 2-точечный ОК примерно в два раза 
быстрее смешивает популяцию, чем 1-точечный ОК, что повторяет 



результат из [Prugel-Bennett, 2001]. В дальнейшем планируется проверить 
полученные оценки с помощью компьютерного моделирования. 

Автор выражает признательность рецензентам за замечания, 
способствовавшие улучшению данной статьи. 
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