
6. Коэволюция

Коэволюция (coevolution) в биологии может означать многое, однако классическое определе-
ние подразумевает противодействие нескольких видов, вызывающее необходимость их адаптации.
К примеру, некоторый гриб может научиться вырабатывать антибиотик, чтобы уничтожать опре-
деленный вид бактерий, а бактерия в свою очередь адаптируется, чтобы этот антибиотик на нее не
действовал, заставляя гриб создавать новый, более сильный антибиотик. Коэволюция может также
включать и симбиотические отношения: муравьи-листорезы и разводимые ими грибы приспосабли-
ваются друг к другу, чтобы, так сказать, работать в команде.
Коэволюция также представляет одну из метаэвристических концепций, и, как правило, приме-

няется для популяционных методов оптимизации. В задачах оптимизации, о коэволюции говорят,
если возникает ситуация, когда приспособленность особей в популяции зависит от наличия в популя-
ции(ях) других особей. Более строго, говорят, что система обладает коэволюционными признаками,
если ответ на вопрос, является ли особь A более приспособленной, чем особь B, зависит от наличия
или отсутствия в популяции другой особи или особей C. Например, предположим, что приспособ-
ленность особи вычисляется на основании ее соперничества с другими особями в игре Крестики-
Нолики. Пусть A выигрывает больше игр, чем B, поэтому у A более высокая приспособленность.
Однако при игре против C A всегда проигрывает, но, что любопытно, C всегда проигрывает B!
Таким образом, если в популяции есть особь C, то приспособленность A может быть ниже, чем
приспособленность B. Т.е. приспособленность зависит от окружения (context).
Подобные сценарии приводят к некоторым странным последствиям и условиям. В этом ничего

удивительного, т.к. в коэволюции есть много открытых вопросов, связанных с работой в этих усло-
виях и попытками заставить коэволюционную систему вести себя как традиционный метод оптими-
зации. Поэтому данная область очень привлекательна для исследования, в силу перспективности
коэволюционных методов! Коэволюция может помочь системе приобрести необходимую сложность,
обеспечить разнообразие, обнаружить не просто высокоприспособленные, но и робастные решения,
а также решить задачи большой размерности путем разбиения их на подзадачи1.
Вот основные коэволюционные методы2:

• Конкурентная коэволюция с одной популяцией (1-Population Competitive Coevo-
lution). Приспособленность особей из одной популяции основывается на результатах игр, ко-
торые эти особи играют друг против друга. Часто применяется для эволюционного поиска
конкурентоспособной стратегии (шахматы или футбол, например).

• Конкурентная коэволюция с двумя популяциями (2-Population Competitive Co-
evolution). Популяция разделяется на две подпопуляции (subpopulations) (или демы
(demes)). Приспособленность особи из первой подпопуляции определяется в зависимости от
того, сколько особей из второй популяции она побеждает в некотором состязании (и наобо-
рот). Обычно подпопуляция 1 содержит потенциальные решения, представляющие интерес, а

0Перевод раздела из книги Luke S. Essentials of Metaheuristics. A Set of Undergraduate Lecture Notes. Zeroth Edition.
Online Version 1.2. July, 2011 (http://cs.gmu.edu/~sean/book/metaheuristics/). Перевел – Юрий Цой, 2011 г. Лю-
бые замечания, касающиеся перевода, просьба присылать по адресу yurytsoy@gmail.com

Данный текст доступен по адресу: http://qai.narod.ru/GA/meta-heuristics_6.pdf
1 К коэволюционным алгоритмам часто обращаются, потому что они более «биологические», если это вообще важно
с инженерной точки зрения (не должно бы). Я припоминаю биолога, который заметил, что в действительности
эволюционными алгоритмами должны были быть названы коэволюционные алгоритмы, т.к. то, что мы называ-
ем эволюционным алгоритмом имеет слабое отношение к эволюции. И так оно и есть. Эволюционные алгоритмы
больше похожи на разведение собак: выбираем и размножаем собак, э-э, алгоритмы на основании их оценок, не
зависящих от других алгоритмов. Т.е. осуществляем форму искусственно направленной селекции. Однако в при-
родном отборе, особи выживают в зависимости от состава их популяции (которая им помогает или конкурирует
с ними), а также наличия определенных хищников или жертв. Отбор зависит от окружения.

2 Термины конкурентная (competitive) и кооперативная коэволюция (cooperative coevolution) берут свое начало от
схожих понятий из теории игр. Однако внушающая опасения доля теоретиков предпочитает называть их компо-
зиционная (compositional), если целью является формирование итогового решения из различных компонент
(как в кооперативной коэволюции с N популяциями), и основанная на примерах (test-based), если цель од-
ной из популяций – отыскать противника для другой (как обычно делается в конкурентной коэволюции с двумя
популяциями).
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популяция 2 – противников для тестирования. Часто в подпопуляции 1 требуется найти такое
робастное решение, которое сможет противостоять любому противнику из подпопуляции 2.

• Кооперативная коэволюция с N популяциями (N-Population Cooperative Coevolu-
tion). Решаемая задача разбивается на n подзадач, например, для задачи поиска стратегии
для команды из n роботов, подпроблема представляет собой поиск стратегии для одного робо-
та. Каждая подпопуляция специализируется на своей подзадаче. Приспособленность особи (в
данном примере стратегии для робота) определяется путем выбора особей из других подпопу-
ляций и их группировкой с текущей особью в виде составного решения (футбольной команды
роботов), для которого и вычисляется приспособленность. Этот метод часто применяется для
снижения размерности больших задач за счет их разбиения на более простые подзадачи.

• Поддержка разнообразия (нишинг) (Diversity Maintenance (Niching)). Особи в од-
ной популяции принудительно разделяют часть приспособленности с другими особями, либо
группируются в конкурирующие ниши (либо виды (species)) для увеличения разнообразия
в популяции.

Это основные методы, но существуют и многочисленные их вариации3. К примеру, в методе, кото-
рый я называю Кооперативно-конкурентная коэволюция (Cooperative-Competitive Coevo-
lution), решение складывается из множественных подрешений, как в кооперативной коэволюции
с N популяциями. Однако оценка приспособленности этого решения осуществляется путем сорев-
нования в игре против другого подобного решения, как в конкурентной коэволюции с одной попу-
ляцией. Допустим, необходимо найти команду из одного голкипера, форвардов, полузащитников и
защитников. Имеется четыре подпопуляции (вратари, форварды и т.д.). Особь (скажем, голкипер)
оценивается по результатам команды, собранной из подпопуляций и включающей данную особь.
Эта команда играет в футбол против другой командой, также собранной из рассматриваемых под-
популяций.
Поскольку коэволюция наиболее часто встречается в популяционных методах (особенно в эволю-

ционных вычислениях), алгоритмы будут описываться именно в этом контексте. Тем не менее нет
причин не использовать коэволюцию в некотором ограниченном виде к метаэвристикам с одним
состоянием. К примеру, для алгоритма локального поиска можно определить «популяцию» из двух
текущих особей (родитель и потомок). Чтобы не использовать эволюционную концепцию, подобные
алгоритмы можно называть коадаптивными (co-adaptive), вместо коэволюционные.

Что теперь смысл несет приспособленность? Приспособленностью особей в коэволюционной си-
стеме выступает относительная приспособленность (relative fitness), основанная на том, как
эти особи проявили себя по сравнению с другими в одном и том же контексте оптимизационного
процесса. Т.е. для задачи, в которой особи конкурируют друг с другом, особь в поколении 0 может
иметь неплохую приспособленность (потому что в 0 поколении много плохих особей), но если ее
магически перенести в поколение 100, то выступит ужасно (поскольку другие особи эволюциониро-
вали). Таким образом, приспособленность более не абсолютна.
Наличие относительной приспособленности приводит к двум проблемам. Во-первых, она смеши-

вает карты динамике селекции и размножения, что может вызвать сбои в работе системы, как
вскоре будет показано. Во-вторых, возникает проблема оценки насколько хорошо работает алго-
ритм. До этого момента можно было просто выбирать из популяции особей и наблюдать, как их
приспособленность улучшается с течением времени. Но теперь более вероятно, что особи улучша-
ются, однако их приспособленность остается примерно на одном уровне, поскольку их оппоненты
также улучшаются.
В результате появляется два варианта использования приспособленности. Внутренняя приспо-

собленность (internal fitness) используется непосредственно системой для осуществления селек-
ции. Внешняя приспособленность (external fitness) – это мера, используемая для определения
качества особи для регулирования работы алгоритма. Как уже говорилось, внутренняя приспособ-
ленность может быть абсолютной или относительной, но внешняя приспособленность желательно
3 Некоторые методы, рассматриваемые далее, имеют эволюционные корни (со всеми вытекающими). Алгоритм

муравьиных колоний (Ant Colony Optimization) (раздел 8.3) и Мичиганский подход к системам обу-
чающихся классификаторов (Michigan-Approach Learning Classifier Systems) (раздел 10.4) по ряду при-
знаков похожи на методы с одной популяцией из списка. А Одномерные алгоритмы оценки распределений
(Univariate Estimation of Distribution Algorithms) (раздел 9.2.1) теоретически тесно связаны с кооператив-
ной коэволюцией с N популяциями. В островных моделях, рассмотренных ранее в разделе 5.2, также используются
подпопуляции и методы повышения разнообразия, поэтому они также в некотором роде родственны коэволюци-
онным моделям.
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должна быть абсолютной. Вычисление разных видов приспособленности будет осуществляться с
использованием методов ВычислениеВнутреннейПриспособленности() и ВычислениеВнешнейПриспо-
собленности().
Будучи относительной, внутренняя приспособленность может меняться в зависимости от состава

популяции и проводимых испытаний (тестов). Поэтому ее нужно постоянно пересчитывать.

Тесты Иногда вычисление приспособленности особи производится с использованием набора те-
стов (tests), а результатом выступает сумма или среднее результатов тестов. Это может проис-
ходить из-за фиксированного набора тестов (так, в примере для генетического программирования
/ символьной регрессии в разделе 4.3 тестирование особи часто проводится для m тестов). Также
причиной может являться наличие очень большого (часто бесконечного) набора возможных ситу-
аций, для которых особь должна быть оптимальной, или по крайней мере очень хорошей. Будем
называть особей, пусть нигде и не оптимальных, но хороших в большинстве ситуаций, робастными
(robust). Тогда тесты будут представлять выборку из пространства ситуаций. Можно производить
множество тестов с особью, чтобы выяснить ограниченные случаи, в которых она очень хороша,
даже если во всех остальных случаях будут получены плохие результаты. И, наконец, множество
тестов может быть полезным, чтобы снизить влияние шума.
Оценивание приспособленности с использованием множества тестов часто применяется в коэво-

люции. Это естественно, т.к. при тестировании одной особи против других, такая оценка помогает
определить лучшую. В каждом из рассматриваемых далее методов тесты для приспособленности
используются для разных целей, поэтому в алгоритмах, как правило, будет встречаться два эта-
па вычисления приспособленности: во-первых, выбирается m тестов для каждой особи (используя
функцию Test(. . . )) в зависимости от контекста других особей, а затем уже оценивается приспособ-
ленность данной особи.

6.1 Конкурентная коэволюция с одной популяцией
Конкурентная коэволюция с одной популяцией наиболее часто применяется для оптимизации по-
тенциальных решений, предназначенных для состязания в некоторой игре. Например, Кумар Чел-
лапилла (Kumar Chellapilla) и Дэвид Фогель (David Fogel)4 использовали конкурентную коэволю-
цию с одной популяцией для поиска стратегии игры в шашки5. Я также использовал подобную
разновидность коэволюции для поиска стратегий для команды роботов в футболе. Идея проста:
приспособленности каждой особи оценивается по результатам ее игры против других особей из
популяции в рассматриваемую игру (шашки, футбол и т.д.).
Смысл идеи заключается в улучшении градиента обучения (learning gradient) в пространстве

поиска. Предположим, что необходимо найти хорошего игрока в покер. Можно сначала самостоя-
тельно сконструировать очень «хорошего» игрока-«гуру» вручную, а потом оценивать приспособ-
ленность особей по количеству игр, в которых они выигралим нашего «гуру». Проблема в том, что
большинство случайных особей играет ужасно и проигрывают все игры подряд. Ранняя популяция
будет полностью состоять из таких особей, поэтому вся система оптимизации не сможет определить,
какие особи лучше, а какие хуже. Функция качества будет постоянной до тех пор, пока случайно
не будет найдена особь, способная иногда победить гуру, но вероятность этого мала. Но если с этим
повезет, то далее будет проще.
Эта ситуация показана на рис. .1. Система толком не работает, потому что нет возможности отли-

чить особей между собой, из-за того, что все они проигрывают в игре против гуру. Так будет пока
не появятся особи, способные время от времени побеждать этого гуру. Практически поиск иголки
в стоге сена. Можно исправить ситуацию, если особым образом оценивать приспособленность по-
стоянно проигрывающих особей. Насколько велик проигрыш? Делали ли они что-нибудь разумное?
И т.д. Но часто осуществить это весьма нелегко. Либо можно создать набор произвольных игроков,
от самых бездарных до гуру. Особи получают оценку в зависимости от количества обыгранных
оппонентов. В этом случае рельеф целевой функции в окрестности решения будет более пологим.

4 Сын Ларри Фогеля (Larry Fogel), которому принадлежит слава создания эволюционного программирования. См.
раздел 3.1.1.

5 Точнее говоря, они искали нейронную сеть, которая осуществляла функцию оценивания позиции на доске, ис-
пользуемую в стандартных алгоритмах α − β отсечений для дерева игры в шашки. См. также сноску 7. Статья
называлась Kumar Chellapilla and David Fogel, 2001, Evolving an expert checkers playing program without using
human expertise, IEEE Transactions on Evolutionary Computation, 5(4), 422–428.
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Most individuals always lose

Without any gradient to lead to it,
this cliff will only be discovered by chance.
Essentially a needle in a haystack.
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Рис. .1: Сложность изучения градиента при игре в покер против гуру.

Но даже если получилось создать множество компьютерных игроков различного уровня для тести-
рования особей, то почему бы не использовать стохастическую оптимизацию для поиска хорошего
игрока. Ведь известно, как это сделать, верно?
В альтернативном варианте (кооперативная коэволюция с одной популяцией) особи играют друг

против друга. Сначала любая особь играет неважно, но и ее соперники тоже плохо играют. Кто-
нибудь обязательно выиграет на раздаче, поэтому не у всех особей будет нулевая приспособленность.
Алгоритм оптимизации сможет определить, у каких особей преимущество. Через некоторое время
особи начнут играть лучше, однако то же можно сказать и об их противниках. По мере повы-
шения класса игры особей задача становится все сложнее. Таким образом, создан автоматически
подстраивающийся градиент.
Использование внешней приспособленности может быть сопряжено с рядом сложностей. Вот

несколько способов вычисления ее значения:

• Тестирование против гуру или множества игроков, созданных вручную.

• Тестирование против набора игроков из предыдущих поколений (предполагается, что они иг-
рают хуже).

• Тестирование против некоторой реально существующей системы.

В первом способе встречаются все те же проблемы, что и раньше. Во втором используется важное
предположение о том, что игроки, появившиеся на более поздних стадиях, играют лучше, чем более
старые особи. Очевидно, что в этом случае внешняя приспособленности будет не абсолютной, а
относительной, зависящей от других игроков, что может привести к непредсказуемым результатам
при отсутствии в системе стабильности.
Третий способ был применен Челлапиллой и Фогелем для создания программы для игры в шаш-

ки. При тестировании системы случайным образом выбиралась особь и выставлялась для игры на
MSN Gaming Zone6 против настоящих людей в разделе для игры в шашки. Считалось, что эво-
люция успешна, если ее ранг увеличивался7. Челлапилла и Фогель кроме этого использовали и
возможность включения «гуру» для оценки внешней приспособленности, играя против программы
Chinook8, известной программы для игры в шашки, в которой можно настраивать силу игры.

6 http://games.msn.com/
7 Это привело к интересной анекдотичной ситуации. В то время игроками в MSN Gaming Zone в основном были
подростки и молодые люди двадцати с лишним лет. Когда эволюционирующая программа проигрывала, они иг-
рали до самого конца. Но если программа начинала выигрывать, они просто выходили из игры, что не давало
возможности Челлапилле и Фогелю собрать достаточно информации об удачно проведенных играх, и у них были
только проигрыши. Тогда они создали вымышленного онлайн-персонажа, 24-летнюю красотку, аспирантку с име-
нем пользователя Blondie24. Теперь игроки MSN Gaming Zone, считая, что играют против женщины, доигрывали
партии до конца вне зависимости от того, выигрывают они или нет. Позднее Фогель написал об этом книгу: David
Fogel, 2001, Blondie24: Playing at the Edge of AI, Morgan Kauffman. См. также сноску 5.

8 http://www.cs.ualberta.ca/~chinook/ Chinook также известна как первая программа, выигравшая чемпионат ми-
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Внешняя мера приспособленности является первым, что отличает абстрактный алгоритм конку-
рентной коэволюции от абстрактной версии традиционного эволюционного алгоритма. Вот как он
выглядит:

Алгоритм 76 Абстрактный популяционный алгоритм конкурентной коэволюции с одной популя-
цией
1: P ← начальная популяция
2: Best← �

3: repeat
4: ОценкаВнутреннейПриспособленности(P ) {Применяется для селекции и размножения}
5: ОценкаВнешнейПриспособленности(P ) {Применяется для определения результативности рабо-

ты алгоритма и задания Best}
6: for каждая особь Pi ∈ P do
7: if Best = � или ВнешняяПриспособленность(Pi) > ВнешняяПриспособленность(Best) then
8: Best← Pi
9: end if

10: end for
11: P ← Join (P , Breed(P ))
12: until Best – идеальное решение, или закончилось время поиска
13: return Best

Конкурентная коэволюция с одной популяцией может быть приведена к форме асинхронного
устойчивого (Steady-State) алгоритма. При работе с алгоритмом NEAT Кен Стенли (Ken Stanley) и
Ристо Мииккулайнен (Risto Miikkulainen) сделали проект, в котором рассматривалась оптимизация
игровых роботов-агентов в двумерной стрелялке по принципу «каждый за себя»9. Вся популяция
принимала участие в игре одновременно, все стреляют во всех. Более умелые особи выживают
дольше, а менее приспособленные особи после ранения выбывают из игры и их место занимают
потомки оставшейся популяции. Такой подход встречается не часто, однако он любопытен с точки
зрения моделирования биологических и социальных систем. Возможно, подобные методы окажутся
полезными для, скажем, моделирования конкуренции ресторанов в городе, или враждующих банд
и т.д.

6.1.1 Относительная оценка внутренней приспособленности
Существуют разнообразные способы оценки приспособленности особей путем их сравнения с дру-
гими особями в популяции. Одной из основных проблем является количество используемых тестов
(сравнений), для выявления приспособленности. Многие игры, соревнования или другие подобные
штуки стохастичны: выигрыш и проигрыш зависят от случая. Например, в покере, нужно сыграть
немало раздач, чтобы определить какой из игроков является более сильным.
Даже если игра не является стохастичной, в конкурентной коэволюции с одной популяцией часто

можно наткнуться на патологическую ситуацию, связанную с наличием циклов (cycles) среди
игроков. Т.е. особь А побеждает особь В, В побеждает С, а С побеждает А. Как определить, кто
сильнее? Может быть еще хуже: А побеждает В, но В побеждает намного больше особей, чем
А. Кто же лучше? Зависит от преследуемых целей. Часто выбирают особь, которая выигрывает
большинство других особей, или большинство «хороших» особей, или побеждает с наибольшим
средним преимуществом по очкам. В таких случаях обычно требуется провести множественные
тесты для определения действительно более хороших особей.

ра необычным образом. Марион Тинсли (Marion Tinsley) (самый-самый известный игрок в шашки) хотел сыграть
с Chinook за чемпионский титул и Chinook начала выигрывать турниры. Однако американская и английская ас-
социации отказались признавать ее право на игру с чемпионом. Тогда Тинсли заставил их поступить по-своему,
отказавшись от титула. Ассоциации сдались, он сыграл с Chinook и выиграл со счетом 4:2 при 33 ничьих. Спустя
четыре года, во время матча-реванша, после 6 ничьих Тинсли вынужден был сняться с турнира из-за болей в
животе и вскоре скончался от панкреатического рака. Поэтому Chinook выиграла, хотя и, увы, по умолчанию.
С тех пор она была улучшена и теперь Chinook, скорее всего, нельзя победить ни человеку, ни машине. Если бы
Тинсли тогда выиграл, то кто знает, что было бы теперь?

9 Игровая среда получила название NERO: Neuro-Evolving Robotic Operatives. http://nerogame.org/. Обсуждение
коэволюции в NEAT можно найти в Kenneth O. Stanley and Risto Miikkulainen, 2004, Competitive coevolution
through evolutionary complexification, Journal of Artificial Intelligence Research, 21, 63–100.
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Сложность здесь заключается в определении необходимого количества тестов. Если оно ограни-
чено сверху, то можно либо использовать больше тестов на определение приспособленности особи,
либо на то, чтобы осуществить более длительный поиск. Различные способы вычисления приспо-
собленностей располагаются на противоположных концах диапазона возможных действий. Одним
из простых подходов является разделение особей на пары, чтобы особи из каждой пары играли
между собой, а затем использовать полученные данные для определения приспособленности. Опи-
шем функцию Test, которая тестирует двух особей (играющих друг против друга) и сохраняет
результаты, необходимые для функции оценки приспособленности. Соответствующий алгоритм:

Алгоритм 77 Попарное вычисление относительной приспособленности
1: P ← популяция

2: Q← P, случайно перемешанная, см. алгоритм 26. {Предполагаем, что ‖Q‖ – четное}
3: for i от 1 до ‖Q‖ с шагом 2 do
4: Test(Qi, Qi+1)
5: ВычислениеПриспособленности(Qi)
6: ВычислениеПриспособленности(Qi) {C использованием результатов функции Test}
7: ВычислениеПриспособленности(Qi+1) {C использованием результатов функции Test}
8: end for
9: return P

Данный алгоритм обладает преимуществом в том, что для него требуется только ‖P‖/2 тестов
для определения приспособленности особей. Однако в нем каждая особь сравнивается лишь с одной
другой особью, что может стать сильным источником шума. Альтернативой является тестирование
особи против всех других особей в популяции. Тогда приспособленность будет вычисляться на основе
результатов множества тестов, например, так:

Алгоритм 78 Полное вычисление относительной приспособленности
1: P ← популяция

2: for i от 1 до ‖P‖ do
3: for j от i+ 1 до ‖P‖ do
4: Test(Pi, Pj)
5: end for
6: ВычислениеПриспособленности(Pi) {Используя результаты всех тестов с особью Pi}
7: end for
8: return P

В этом алгоритме для каждой особи проводится ‖P‖ − 1 тестов, что в сумме дает ‖P‖(‖P‖−1)2
тестов! Это много. Нужны ли такие затраты? Можно использовать промежуточный вариант, между
приведенными двумя крайностями, в котором каждая особь тестируется k другими случайными
особями из популяции. Некоторые особи все-таки будут протестированы больше k раз, однако для
каждой будет проведено не меньше k тестов для определения приспособленности. Алгоритм можно
записать так:

Алгоритм 79 K-кратное вычисление относительной приспособленности
1: P ← популяция
2: k ← требуемое минимальное количество тестов для особи

3: for каждая особь Pi ∈ P do
4: Q← k уникальных особей, случайно выбранных из P , и отличных от Pi
5: for каждая особь Qi ∈ Q do
6: Test(Pi, Qj)
7: end for
8: ВычислениеПриспособленности(Pi) {Используя результаты всех тестов с особью Pi}
9: end for

10: return P
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В этом случае можно регулировать количество тестов посредством изменения k. Для каждой
особи будет проведено как минимум k тестов, в результате общее количество тестов будет равно
k×‖P‖. Это все равно может быть слишком много. Для большей педантичности можно потребовать,
чтобы каждая особь приняла участие ровно в k тестах, а суммарное число тестов будет ≤ k × ‖P‖.
Необходимо сохранять дополнительные данные и частично пропадает случайность, тем не менее:

Алгоритм 80 Более точное K-кратное вычисление относительной приспособленности
1: P ← популяция
2: k ← требуемое минимальное количество тестов для особи

3: R← P {Хранит особей, тестировавшихся недостаточное число раз}
4: for каждая особь Pi ∈ P do
5: if Pi ∈ R then
6: R← R− {Pi}
7: end if
8: repeat
9: if ‖R‖ < k then

10: Q← R∪ некоторые ‖R‖ − k уникальных случайных особей из P −R, отличных от Pi
11: else
12: Q← k уникальных особей из R
13: end if
14: for каждая особь Qi ∈ Q do
15: Test(Pi, Qj)
16: if Qj ∈ R и Qj участвовала в как минимум k тестах then
17: R← R− {Qi}
18: end if
19: end for
20: until особь Pi участвовала в как минимум k тестах
21: end for
22: for каждая особь Pi ∈ P do
23: ВычислениеПриспособленности(Pi) {Используя результаты всех тестов с особью Pi}
24: end for
25: return P

Но и в данном случае вычислительная сложность все еще может быть слишком большой. Ес-
ли приспособленность определяется просто как количество выигранных игр (в противовес сумме
набранных очков и т.д.) интересным ходом является организация турнира «на вылет», в котором
участвует вся популяция. Приспособленность особи зависит от занятого в турнирной таблице места:
В этом случае используется ровно ‖P‖ − 1 тестов, а каждая особь участвует в среднем 2 те-

стах. Однако у него есть интересное и важное отличие от попарного относительного вычисления
приспособленности (алгоритм 77): более приспособленные особи участвуют в большем количе-
стве тестов. Можно сказать, что в результате приспособленным особям (у которых шансы быть
выбранными выше) уделяется больше внимания, чем плохим. Недостатком является то, что если
результаты игр сильно зависят от случая, то есть опасность потерять хорошую особь. Тем не ме-
нее, применение турнира часто дает очень хорошие результаты, если используемая мера качества
основывается на количестве выигрышей или проигрышей (а не на подсчете очков)10.
Турнир на выбывание или попарное относительное вычисление приспособленности приводят к

еще одной привлекательной возможности: селекция без приспособленности (fitnessless selec-
tion) (термин придуман Wojciech Jaśkowski, Krzysztof Krawiec, и Bartosz Wieloch). Вместо исполь-
зования этих методов для вычисления приспособленности, можно просто определять победителя в
турнирной селекции вообще не считая приспособленность! К примеру, предположим, что исполь-
зуется турнирная селекция с размером турнира равным 2. Нужно выбрать особь. Для этого берем
двух случайных особей и проводим между ними игру. Победитель проходит отбор. Если размер n
турнира равен степени двойки, то можно выбрать n случайных особей, и провести между ними
турнир на вылет. Выбирается победитель турнира. Можно хешировать результаты турнира, что-

10 Ну да, точно, можно устроить турнир на вылет с двумя поражениями, или последовать примеру Чемпионата
Мира по футболу. Но только ради всего святого не используйте модель BCS! (система отбора на чемпионат по
американскому футболу, http://en.wikipedia.org/wiki/BowlChampionshipSeries)
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Алгоритм 81 Вычисление относительной приспособленности с использованием турнира
1: P ← популяция {Полагаем, что ‖P‖ = 2}

2: R ← случайно перемешанная P {Для случайного перемешивания элементов массива см. алго-
ритм 26}

3: for i от 1 до log2 ‖P‖ do
4: Q← R {Q содержит непобежденных особей до текущего тура}
5: R← {} {R содержит непобежденных особей для следующего тура}
6: for j от 1 до ‖Q‖ с шагом 2 do
7: Test(Qj , Qj+1)
8: if особь Qj победила Qj+1 then
9: R← R ∪ {Qj}

10: else
11: R← R ∪ {Qj+1}
12: end if
13: end for
14: end for
15: for каждая особь Pi ∈ P do
16: ВычислениеПриспособленности(Pi) {Используя результаты всех тестов с особью Pi}
17: end for
18: return P

бы избежать переигрывания матча между особями, которые ранее уже встречались (хоть это и
маловероятно)11.
Осталась еще пара замечаний. Во-первых, можно дополнительно улучшить градиент, если играть

не только против особей из текущего поколения, но и против особей из, допустим, предыдущего
поколения. Смотрите обсуждение алгоритма 87 для более детального описания этого приема. Во-
вторых, применение конкурентной коэволюции с 1 популяцией для определения градиента не явля-
ется панацеей. Алгоритм легко может застрять в самом обычном локальном экстремуме. Например,
в задаче поиска оптимальной футбольной команды начальная популяция с высокой вероятностью
содержит отвратительных случайных игроков, но могут попасться один или два, которые просто
подходят к мячу и пинают его в направлении цели (простые процедуры). Они получают гигантское
преимущество по сравнению с плохими игроками и в результате через короткое время вся популяция
состоит из таких игроков, которые идут прямо к мячу и наносят удар. В итоге популяция никуда
не эволюционирует, что заставляет заново обдумывать процедуру оценки приспособленности12

6.2 Конкурентная коэволюция с двумя популяциями
В конкурентная коэволюции с двумя популяциями одновременно с поиском робастных решений про-
изводится поиск наиболее сложных областей в пространстве поиска. Идея проста и привлекательна:
используется не одна, а две популяции (или если угодно подпопуляции или демы (demes)). По-
пуляция P содержит особей, которых необходимо сделать робастными. В популяции Q содержатся
особи, представляющие тестовые случаи для особей из P . Приспособленность особей из P осно-
вывается на том, насколько хорошо они выступают против особей из Q, и, аналогично, особи из Q
оцениваются в зависимости от их успешности при конкуренции с особями из P .
Я называю P первичной популяцией (primary population), а Q – альтернативной (alter-

native) или противоборствующей (foil) популяцией. По большому счету интерес представляет
только первичная популяци. Поэтому, в отличие от конкурентной коэволюции с одной популяцией,
будем оценивать внешнюю приспособленность только для P , и лучшая особь также ищется в P .
В редких случаях интересуются и лучшей особью из Q. При тестировании одной популяции в

11 Теоретически для традиционных алгоритмов эволюционных вычислений тоже можно ввести понятие ленивого
вычисления приспособленности: приспособленность особей оценивается только тогда, когда они принимают пер-
вое участие в турнире для турнирной селекции. Хотя количество особей, которые никогда не участвуют ни в
одном турнире в процессе отбора, скорее всего, очень мало, так что особого выигрыша здать не стоит. Коэво-
люция без вычисления приспособленности была предложена в статье Wojciech Jaśkowski, Krzysztof Krawiec, and
Bartosz Wieloch, 2008, Fitnessless coevolution, in Conor Ryan and Maarten Keijzer, editors, Genetic and Evolutionary
Computation Conference (GECCO), pages 355–362, ACM.

12Со мной так и случилось.
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Рис. .2: Три различные стратегии для оценивания приспособленности и размножения для конку-
рентной коэволюции с двумя популяциями. Показано изменение двух популяций с течением
времени. Числа соответствуют порядку в котором осуществляется размножение либо вы-
числение приспосболенности.

контексте другой (неважно, P или Q), последняя называется взаимодействующей популяцией
(collaborating population).
Классическим примером конкурентной коэволюции с двумя популяциями является исследование

Денни Хиллиса13 (Danny Hillis) по поиску оптимальной сортирующей сети (sorting networks),
представляющей собой последовательность сравнений элементов массива, которая, будучи завер-
шена, приводит к сортировке этого массива. Если вышележащий элемент меньше нижележащего,
то они меняются местами. Некоторые сравнения можно делать параллельно, поэтому в целом та-
кой механизм привлекателен из за возможности аппаратной реализации. Целью является поиск не
просто корректной сортирующей сети, но необходимо, чтобы она содержала как можно меньше
операций сравнения.
Проблема поиска оптимальной сортирующей сети требует тестовых примеров: существует мно-

жество различных числовых массивов для проверки, и искомая сеть должна правильно работать со
всеми из них. В начале Хиллис использовал популяцию сортирующих сетей и тестировал каждую
сеть на случайно выбранном тестовом примере. Однако произвольно взятый тест как правиль-
но не способен выявить патологические тестовые случаи, которые представляют сложность для
конкретной сети. Для преодоления этого ограничения Хиллис использовал конкурентную коэволю-
цию с двумя популяциями: популяция сортирующих сетей коэволюционировала против популяции
сложных числовых массивов. Мерой приспособленности сортирующей сети являлось количество
правильно отсортированных массивов, а приспособленность массива равнялась количеству сорти-
рующих сетей, которые не смогли с ним справиться. Таким образом, вместе с улучшением качества
сортирующих сетей тестовые массивы становились все сложнее, в попытке сформировать сложный
пример.
Из-за наличия нескольких популяций конкурентная коэволюция с двумя популяциями делает

возможными новые способы вычисления приспособленности и размножения. Три из них показаны
на рис. .2. В первом способе сначала оценивается внутренняя приспособленность P в контексте Q (и
также определяется внешняя приспособленность P ), затем в P производится размножение, после
чего оценивается приспособленность внутренней приспособленности для особей из Q, размножение
Q и т.д. Этот способ известен как последовательный (sequential , serial) алгоритм конкурентной
коэволюции с двумя популяциями:
В этом метода используется некий способ вычисления внутренней приспособленности популя-

ции в контексте взаимодействующей популяции. Прямым способом является выбор k особей для
тестирования из взаимодейтсвующей популяции:
Заметьте, что в алгоритме популяции называются не Q и P , а M и C, поскольку они могут

меняться местами в зависимости от того, какая из этих популяций оценивается.

13 Загуглите его имя. Денни Хиллис изобрел самый классный суперкомпьютер. Его статья по коэволюции Daniel
Hillis, 1990, Co-evolving parasites improve simulated evolution as an optimization procedure, Physica D, 42(1–3). Это
знаменитая статья, однако в ней некоторые странности, включая довольно необычное диплоидное (diploid)
представление с двумя копиями каждого гена.
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Алгоритм 82 Абстрактный последовательный алгоритм конкурентной коэволюции с двумя попу-
ляциями
1: P ← начальная популяция
2: Q ← начальная альтернативная популяция
3: Best← �

4: repeat
5: ВычислениеВнутреннейПриспособленности(P,Q)
6: ВычислениеВнешнейПриспособленности(P ) {Необходимо для оценки работы алгоритма и по-

иска лучшей особи Best}
7: for каждая особь Pi ∈ P do
8: if Best = � или ВнешняяПриспособленность(Pi) > ВнешняяПриспособленность(Best) then
9: Best← Pi

10: end if
11: end for
12: P ← Join(P , Размножение(P ))
13: ВычислениеВнутреннейПриспособленности(Q,P )
14: Q← Join(Q, Размножение(Q))
15: until Best – идеальное решение или закончилось время поиска
16: return Best

Алгоритм 83 K-кратное вычисление относительной приспособленности с использованием альтер-
нативной популяции
1: M ← тестируемая популяция
2: C ← взаимодействующая популяция {Одна из этих популяций Q, другая P .}
3: k ← требуемое минимальное количество тестов для особи

4: for каждая особь Mi ∈M do
5: W ← k уникальных особей, случайно выбранных из C
6: for каждая особь Wi ∈W do
7: Test(Mi,Wj)
8: end for
9: ВычислениеПриспособленности(Mi) {Используя результаты всех тестов с особью Mi}

10: end for
11: return M
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Последовательная конкуретная коэволюция с двумя популяциями имеет два недостатка, кото-
рые делают ее весьма непривлекательной. Во-первых, Q должна быть протестирована на новой,
улучшенной популяции P , которая всегда на один шаг впереди. Во-вторых, оценивания приспособ-
ленности разнесены по времени, поэтому нельзя скомбинировать функции ВычислениеВнутренней-
Приспособленности(P,Q) и ВычислениеВнутреннейПриспособленности(Q,P ), ведь, возможно, при те-
стировании P накапливается некоторая информация о приспособленности особей из Q. Зачем отбра-
сывать эту информацию? Эти рассуждения ведут ко второму способу: параллельный (parallel)
алгоритм конкурентной коэволюции с двумя популяциями. В нем популяции тестируются друг про-
тив друга, а затем обе размножаются. Такой подход решает обе проблемы: ни одна из популяций
не получает дополнительного преимущества в силу используемого алгоритма, и можно совместить
оценивание внутренней приспособленности для обоих популяций:

Алгоритм 84 Абстрактный параллельный алгоритм конкурентной коэволюции с двумя популяци-
ями
1: P ← начальная популяция
2: Q ← начальная альтернативная популяция
3: Best← �

4: repeat
5: ВычислениеВнутреннейПриспособленности(P,Q) {Оценивание внутренней приспособленности

можно совместить}
6: ВычислениеВнутреннейПриспособленности(Q,P )
7: ВычислениеВнешнейПриспособленности(P ) {Необходимо для оценки работы алгоритма и по-

иска лучшей особи Best}
8: for каждая особь Pi ∈ P do
9: if Best = � или ВнешняяПриспособленность(Pi) > ВнешняяПриспособленность(Best) then

10: Best← Pi
11: end if
12: end for
13: P ← Join(P , Размножение(P ))
14: Q← Join(Q, Размножение(Q))
15: until Best – идеальное решение или закончилось время поиска
16: return Best

В этом способе можно, как и прежде, производить вычисление приспособленности по отдельности.
Однако при желании, можно сделать совместное оценивание. Например, если обе популяции имеют
одинаковый размер, можно перемешать P , затем протестировать каждую особь Pi против соответ-
ствующей ей особи Qi. Для следующих тестов можно тестировать Pi против Qi+1, затем против
Qi+2 и т.д., с зацикливанием индексов если это необходимо. Однако так создаются статистические
зависимости между тестами, т.е. особи Pi и Pi+1 будут протестированы против практически одного
и того же набора особей, что возможно не желательно. Вместо этого можно каждый раз перемеши-
вать популяцию P , только необходимо гарантировать, что после перемешивания пары, в которых
тестируются особи, не будут повторяться. Дешевое и сердитое, хотя и не элегантное решение – каж-
дый раз перемешивать P , и если попадаются пары, встречавшиеся ранее, то они принудительно
разбиваются. Это хак. В итоге получим:
Для обоих вышеприведенных вариантов оценивание внешней приспособленности может стать

проблематичным (если такая приспособленность необходима). Из-за того, что Q изменяется со вре-
менем (а в идеале – улучшается), оценивание на тестах против этой популяции не является досто-
верным, и уже не может выступать абсолютной метрикой для определения приспособленности P .
Получаем ту же головоломку, что и в конкуретной коэволюции с одной популяцией. Возможным
выходом является формирование выборки из пространства тестовых случаев и ее использование
для тестирования, либо создание какого-нибудь гуру.
Последним из рассматриваемых вариантом будет оценка каждой популяции против предыдуще-

го поколения взаимодействующей популяции. Это может быть полезно с точки зрения улучшения
градиента, т.к. каждая популяция помещается в несколько более простые условия, кроме первого по-
коления. Снова рассматривается раздельное тестирование. Я называю этот алгоритм Параллель-
ный алгоритм конкурентной коэволюции с двумя предыдущими популяциями (Parallel
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Алгоритм 85 K-кратное совмещенное вычисление относительной приспособленности с альтерна-
тивной популяцией
1: P ← популяция
2: Q ← альтернативная популяция
3: k ← требуемое минимальное количество тестов для особи

4: P ′ ← случайно перемешанная P {Для случайного перемешивания элементов массива см. алго-
ритм 26}

5: for j от 1 до k do
6: {Предполагаем, что ‖P‖ = ‖Q‖}
7: for i от 1 до ‖P‖ do
8: Test(P ′i , Qi)
9: end for

10: Случайное перемешивание P
11: while существует значение i, при котором пара P ′i и Qi уже была протестирована do
12: Обменять местами P ′i со случайно выбранной особью P ′l
13: end while
14: end for
15: for каждая особь Pi ∈ P do
16: ВычислениеПриспособленности(P ′i ) {Используя результаты всех тестов с особью P ′i}
17: ВычислениеПриспособленности(Qi) {Используя результаты всех тестов с особью Qi}
18: end for
19: return P,Q

Previous 2-Population Competitive Coevolutionary Algorithm)14.
С помощью параллельной версии с предыдущим поколением можно использовать элегантный

прием: поскольку особи тестируются против представителей предыдущего поколения, приспособ-
ленность которых уже известна, можно проводить тестирование не против случайной особи преды-
дущего поколения, а против, к примеру, наилучших. Алгоритм тестирования против лучших особей
предыдущего поколения взаимодействующей популяции:
Разумеется, можно комбинировать обычный параллельный способ со способом с популяциями

предыдущего поколения путем тестирования особи как против k особей из текущего поколения
взаимодействующей популяции, так и против n наиболее приспособленных особей из предыдущего
поколения. Этот способ также можно применять и с алгоритмом конкурентной коэволюции с одной
популяцией, тогда M – текущее поколение имеющейся популяции, а C – предыдущее.

Гонка вооружений и потеря градиента Конкурентная коэволюция с двумя популяциями часто
рассматривается как абстрактная версия биологической гонки воорежений: одна из популяций вы-
учивает новый прием, вынуждая другую популяцию искать более эффективное противодействие и
т.д. В идеальном мире подобная гонка вооружений ведет к постоянному последовательному движе-
нию в направлении градиента, и поэтому мы не окажемся в ситуации, схожей с поиском иголки в
стоге сена, показанной на рис. 40.
К сожалению, часто все не так. Задача одной из популяций может оказаться значительно проще,

поэтому она эволюционирует настолько быстро, что оставляет вторую популяцию далеко позади
без всяких шансов. В определенный момент все особи в такой популяции (скажем, Q) настолько
хороши, что они с большим отрывом побеждают всех особей из P . Когда это случается, то все
особи из Q имеют одну и ту же приспособленность, т.к. каждая превосходит всех представителей
P . Аналогичный каждая особь из P также обладает одинаковой приспособленностью, поскольку
все они проигрывают всем из Q.
Такая ситуация называется потерей градиента (loss of gradient): оператор селекции теряет

ориентацию и начинает выбирать особей случайно. Как правило, это приводит к падению внешней
приспособленности до тех пор, пока градиент снова не будет обнаружен, что можно проиллюстриро-
вать примером на рис. .3. Это не так легко исправить, но есть одна стратегия: если каким-то образом
получается обнаружить, что одна из популяций слишком быстро улучшается и потеря градиента

14 Данный вариант приводит к интересному способу оценивания внешней приспособленности, зависящей от преиму-
щества над предыдущим поколением. Такая мера приспособленности оценивает угол наклона изменения приспо-
собленности: если он положительный, то произошло улучшение.
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Алгоритм 86 Абстрактный параллельный алгоритм конкурентной коэволюции с двумя предыду-
щими популяциями
1: P ← начальная популяция
2: Q ← начальная альтернативная популяция
3: Best← �

4: ВычислениеВнутреннейПриспособленности(P,Q) {Оценивание внутренней приспособленности
можно совместить}

5: ВычислениеВнутреннейПриспособленности(Q,P )
6: ВычислениеВнешнейПриспособленности(P ) {Необходимо для оценки работы алгоритма и поиска

лучшей особи Best}
7: for каждая особь Pi ∈ P do
8: if Best = � или ВнешняяПриспособленность(Pi) > ВнешняяПриспособленность(Best) then
9: Best← Pi

10: end if
11: end for
12: repeat
13: P ′ ← Join(P , Размножение(P )) {Необходимо, чтобы иметь возможность тестирования против

популяции на предыдущем поколении}
14: Q′ ← Join(Q, Размножение(Q)) {Аналогично}
15: ВычислениеВнутреннейПриспособленности(P ′, Q)
16: ВычислениеВнутреннейПриспособленности(Q′, P )
17: ВычислениеВнешнейПриспособленности(P ′)
18: for каждая особь Pi ∈ P ′ do
19: if Best = � или ВнешняяПриспособленность(Pi) > ВнешняяПриспособленность(Best) then
20: Best← Pi
21: end if
22: end for
23: P ← P ′

24: Q← Q′

25: until Best – идеальное решение или закончилось время поиска
26: return Best

Алгоритм 87 K-кратное вычисление относительной приспособленности с использованием лучших
особей альтернативной популяции
1: M ← тестируемая популяция {В качестве M и C могут выступать P и Q.}
2: C ← взаимодействующая популяция {Приспособленность особей в C уже известна.}
3: k ← требуемое минимальное количество тестов для особи

4: C ′ ← C отсортированная по ухудшению приспособленности
5: for каждая особь Mi ∈M do
6: for j от 1 до k do
7: Test(Mi, C

′
j)

8: end for
9: ВычислениеПриспособленности(Mi) {Используя результаты всех тестов с особью Mi}

10: end for
11: return M
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Рис. .3: Потеря градиента. Одна из популяций периодически улучшается настолько сильно, что
селекция перестает работать, и в результате происходит уменьшение приспособленности

не за горами, то можно приостановить эволюцию этой популяции до тех пор, пока информацию о
градиенте не будет восстановлена. Естественно, что необходимо придумать, каким образом следу-
ет обнаруживать подобный феномен. Может быть, малые значения дисперсии приспособленности
популяции могут выступать в роли индикатора?
Можно также попробовать использовать параллельный вариант с предыдущей популяцией: я

подозреваю (хотя и не могу подтвердить), что он способен немного снизить риск потери градиента.

6.3 Кооперативная коэволюция с N популяциями
В конкурентной коэволюции производится попытка улучшения особей путем их соревнования про-
тив других особей. В противоположность этому, кооперативная коэволюция, предложенная Мит-
челлом Поттером и Кеном Де Йонгом15, направлена на поиск особей, которые хорошо работают
вместе. Зачем это нужно? Проблема вот в чем: некоторые пространства поиска имеют высокую
размерность и очень велики. Кооперативная коэволюция упрощает эти пространства, разбивая их
на множественные, гораздо более простые подпространства, поиск в каждом из которых осуществ-
ляется отдельной популяцией.
Предположим необходимо найти оптимальную команду игроков в робофутбол. В каждой коман-

де есть одиннадцать различных игроков, и полагается, что каждый из них обладает уникальным
поведением16. Пусть для каждого робота имеется 1000 различных стратегий поведения. Получит-
ся, что задача представляет собой поиск оптимального решения в пространстве из 100011 (или
1000000000000000000000000000000000) возможностей. Немаленькое число.
Вместо непосредственного поиска в таком пространстве можно сделать так. Для каждого робота

создается произвольный набор поведений других членов команды (исключая поведение для самого
робота). После этого применяется оптимизационный метод для поиска оптимального робота для
данной фиксированной команды взаимодействующих роботов. В конце необходимо собрать опти-
мальных роботов в одну итоговую команду. Этот подход потребует 11 независимых запусков, в
каждом из которых рассматривается простое пространство поиска из 1000 элементов. Однако га-
рантии, что роботы будут хорошо играть вместе нет, ведь они не были тренированы играть друг с
другом, а в качестве партнеров у них были случайные игроки.
Кооперативная коэволюция с N популяциями занимает промежуточное положение между опи-

санными ситуациями. За один раз осуществляется 11 оптимизационных запусков, однако особи

15 По-моему, самая первая их публикация на эту тему: Mitchell Potter and Kenneth De Jong, 1994, A cooperative
coevolutionary approach to function optimization, in Yuval Davidor, Hans-Paul Schwefel, and Reinhard Manner, editors,
Proceedings of the Third Conference on Parallel Problem Solving from Nature, pages 249–257. Подробное описание
подхода представлено в их статье Mitchell A. Potter and Kenneth A. De Jong, 2000, Cooperative coevolution: An
architecture for evolving coadapted subcomponents, Evolutionary Computation, 8(1), 1–29.

16 Если подумать, то вместо этого можно рассматривать всего четыре различных поведения: одно для вратаря,
одно для защитника, одно для полузащитника и одно для нападающего. В этом случае пространство поиска
существенно упрощается.
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из каждого из них тестируются путем создания команд, включающих игроков из всех других за-
пусков. Это осуществляется созданием 11 подпопуляций: популяция голкиперов, популяция левых
защитников, популяция правых защитников и т.д. Каждая популяция работает в своем процессе
оптимизации. Когда возникает необходимость оценки приспособленности особи из какой-либо по-
пуляции, она объединяется с особями из других популяций в полную футбольную команду. После
этого разыгрывается матч, результаты которого являются результатами тестирования этой особи.
В двух словах, каждая подпопуляция в кооперативной коэволюции с N популяциями пытается

найти оптимальное подрешение, т.е. часть оптимального решения. Такой подход позволяет разбить
пространство размером na точек на n пространство из a точек каждое, что существенно снижает
сложность задачи. Если для алгоритма конкурентной коэволюции с двумя популяциями нас инте-
ресовала одна популяция, то теперь важными являются все популяции, поскольку каждая решает
только свою часть задачи. Здесь легко определить внешнюю приспособленность для контроля рабо-
ты алгоритма, в качестве которой выступает качество наилучшего объединения частичных решений
из различных популяций найденное до текущего момента.
Работа алгоритма кооперативной коэволюции с N популяциями может быть организована лю-

бым из способов, показанных на рис. .2 для конкуретной коэволюции с 2-мя популяциями, хотя, по
правде говоря, на практике можно встретить только последовательных и параллельный способы.
Несмотря на трудности использования последовательного способа для конкуретной коэволюции, он
отлично подходит для использования в алгоритме кооперативной коэволюции, при условии, что име-
ется время для дополнительных расчетов17. Таким образом, вместо того, чтобы вычислять внеш-
нюю и внутреннюю приспособленности, необходимо оценить совместную приспособленность
(joint fitness), а в качестве лучшей особи сохраняется наиболее приспособленный составной век-
тор особей, по одной из каждой популяции, найденный в процессе поиска.

Алгоритм 88 Абстрактный последовательный алгоритм кооперативной коэволюции (АККЭ) с N -
популяциями
1: P (1), . . . , P (n) ← Создание n начальных популяций
2:
−−→
Best← �

3: repeat
4: for i от 1 до n do
5: ВычислениеСовместнойПриспособленности(〈i〉, P (1), . . . , P (n)) {Вычисление приспособленно-

сти только для популяции P (i)}
6: for каждый вектор −→s особей 〈P (1)

a , . . . , P
(n)
z 〉 : P (1)

a ∈ P (1), и т.д., использованные в строке
5 do

7: if
−−→
Best = � или СовместнаяПриспособленность(−→s ) > СовместнаяПриспособленность(

−−→
Best)

then
8:

−−→
Best← −→s

9: end if
10: end for
11: P ← Join(P (i), Breed(P (i)))
12: end for
13: until

−−→
Best – идеальное решение, либо закончилось время поиска

14: return
−−→
Best

В цикле for производится оценка значений совместной приспособленности, который используют-
ся только для особей из популяции P (i). То же самое можно сделать с помощью разновидности
алгоритма 83, которую можно описать так. Для каждой особи из P (i) проводится k тестов, путем ее

17 Последовательный алгоритм кооперативной коэволюции с N популяциями является примером алгоритма чере-
дующейся оптимизации (ЧО) (Alternating Optimization, AO). В этих алгоритмах предполагается, что для
оптимизации функции f(−→x ) необходимо разбить вектор −→x на части 〈x1, . . . , xn〉. В начале каждой части присва-
ивается случайное значение. Затем производится оптимизация по x1 при неизменных остальных частях. После
нахождения значения x1, оно фиксируется и осуществляется оптимизация только по x2. Процесс продолжается
до xn включительно, после чего снова оптимизируют только по x1 при фиксированных других параметрах и т.д.
Звучит знакомо? В ЧО нет ограничений на используемый метод для каждой части xi, это просто платформа
для создания разных алгоритмов. Если интересно, то другими (известными, но не метаэвристическими) алгорит-
мами, часто упоминаемыми под названием «ЧО», являются алгоритм максимизации среднего (Expectation
Maximization, EM )) и его упрощенный вариант кластеризации по k средним (k-means clustering), приме-
няемые для кластеризации данных.
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группировки со случайными особями из других популяций, для формирования полного решения:

Алгоритм 89 K-кратное вычисление относительной приспособленности с использованием N − 1
взаимодействующих популяций
1: P (1), . . . , P (n) ← популяции
2: i ← индекс тестируемой популяции
3: k ← требуемое минимальное количество тестов для особи

4: −→s ← 〈s1, . . . , sn〉 полные решения (пока пустые) {Будем заполнять массив особями}
5: for каждая особь P (i)

j ∈ P (i) do
6: {Для каждой тестируемой особи . . . }
7: for w от 1 до k do
8: {Осуществить k тестов . . . }
9: for l от 1 до n do

10: {Построить полное решение, включая тестируемую особь}
11: if l = i) then
12: {Тестируемая особь}
13: sl = P

(l)
j

14: else
15: {Выбрать случайную взаимодействующую особь}
16: sl = случайная особь из P (l)

17: end if
18: end for
19: Test(−→s ) {Тестирование полного решения}
20: end for
21: ВычислениеПриспособленности(P (i)

j ) {Используя результаты всех тестов с особью P
(i)
j }

22: end for
23: return P (1), . . . , P (n)

Здесь совсем не рассматривается использование уникальных взаимодействующих особей, но если
очень хочется, можете это реализовать. Не думаю, что это принесет много пользы, т.к. пространство
поиска слишком велико. Последовательный подход – популярный метод, предложенный Поттером
и Де Йонгом, который не утратил своей популярности и по сей день. Однако, в приведенном вы-
ше виде он слишком расточителен по ресурсам, т.к. для оценки одной лишь особи производится
много тестов, в то время как в них содержится информация и для взаимодействующих особей. Это
можно исправить, если сохранять использованные тесты и обращаться к ним для вычисления при-
способленности этих взаимодействующих особей. Либо можно просто использовать параллельный
подход. В частности, когда все особи тестируются, а потом одновременно размножаются:
Особых изменений не заметно, но они имеются. Поскольку проведение всех тестов «группируется»

по времени, то можно это время сэкономить, если не производить тестирование особей, привлечен-
ных ранее в достаточное количество тестов. Это можно осуществить с вариантом алгоритма 85,
только для N > 2 будет достаточным выбирать взаимодействующих особей случайным образом,
даже если какая-либо будет участвовать в большем количестве тестов, поэтому:

Патологические состояния при тестировании Итак, что же может пойти неправильно? Для на-
чала, существует теоретическая возможность лени (laziness). Если некоторые популяции хорошо
эволюционируют, то остальные могут просто никуда не стремиться. Например, необходимо найти
оптимальных игроков для баскетбольной команды. Имеются популяции для центровых, защитников
и нападающих. И популяция защитников сошлась в большинстве своем к копиям Майкла Джорда-
на, которые настолько хорошо играют, что популяция (к примеру) нападающих может ни к чему не
стремиться, т.к. команда уже играет субоптимально. По существу, приспособленность всех напада-
ющих выглядит для алгоритма одинаковой: какой бы нападающий ни был выбран в команду, она
всегда будет хорошо играть. Поэтому можно просто выбирать случайных нападающих, из-за че-
го они перестают эволюционировать. Данное условие – кооперативный эквивалент обсуждавшейся
выше проблемы потери градиента. Базовым решением будет изменить функцию приспособленности
таким образом, чтобы она зависела от качества игры нападающих. К примеру, можно применить
какую-либо схему присвоения коэффициентов доверия (credit assignment), чтобы определять
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Алгоритм 90 Абстрактный параллельный алгоритм кооперативной коэволюции с N -популяциями
1: P (1), . . . , P (n) ← Создание n начальных популяций
2:
−−→
Best← �

3: repeat
4: ВычислениеСовместнойПриспособленности(〈1, . . . , n〉, P (1), . . . , P (n)) {Вычисление приспособ-

ленности для всех популяций}
5: for каждый вектор −→s особей 〈P (1)

a , . . . , P
(n)
z 〉 : P (1)

a ∈ P (1), и т.д., использованные в строке 4
do

6: if
−−→
Best = � или СовместнаяПриспособленность(−→s ) > СовместнаяПриспособленность(

−−→
Best)

then
7:

−−→
Best← −→s

8: end if
9: end for

10: for i от 1 до n do
11: P ← Join(P (i), Breed(P (i)))
12: end for
13: until

−−→
Best – идеальное решение, либо закончилось время поиска

14: return
−−→
Best

Алгоритм 91 K-кратное совмещенное вычисление приспособленности с N популяциями
1: P (1), . . . , P (n) ← популяции
2: k ← требуемое минимальное количество тестов для особи

3: −→s ← 〈s1, . . . , sn〉 полные решения (пока пустые) {Будем заполнять массив особями}
4: for i от 1 до n do
5: {Для каждой популяции . . . }
6: for каждая особь P (n)

j ∈ P (i) do
7: {Для каждой особи в популяции . . . }
8: m← количество тестов, в которых уже участвовала особь P (n)

j

9: for w от m+ 1 до k do
10: {Производим всего не более k тестов . . . }
11: for l от 1 до n do
12: {Построить полное решение, включая тестируемую особь}
13: if l = i) then
14: {Тестируемая особь}
15: sl = P

(l)
j

16: else
17: {Выбрать случайную взаимодействующую особь}
18: sl = случайная особь из P (l)

19: end if
20: end for
21: Test(−→s ) {Тестирование полного решения}
22: end for
23: end for
24: end for
25: for i от 1 до n do
26: for каждая особь P (n)

j ∈ P (i) do
27: ВычислениеПриспособленности(P (i)

j ) {Используя результаты всех тестов с особью P
(i)
j }

28: end for
29: end for
30: return P (1), . . . , P (n)
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Рис. .4: Относительное переобобщение

приспособленность членов команды по-разному. Но будьте осторожны: алгоритм в данном случае
уже не является кооперативным, т.к. сыгранность команды уже не оказывает былого влияния, а
это может привести к непредсказуемой динамике поиска.
Однако лень – это лишь вершина айсберга. Как можно оценить приспособленность коопериру-

ющихся коэволюционирующих особей, основываясь на результатах тестов? Ранее предполагалось,
что можно использовать средний результат тестов, проведенных для различных комбинаций осо-
бей из разных популяций. Допусти, что существует единственное оптимальное решение, которому
соответствует очень малый по объему пик, в то время как субоптимальное решение занимает куда
большее пространство, как на рис. .4. Если мы протестировали особей А1 и А2 в команде со мно-
гими особями из популяции В и вычислили среднее, то А1 в среднем окажется приспособленнее,
несмотря на то, что А2 – является оптимальным сокомандником. А1 является умельцем на все ру-
ки, но без профессиональных навыков, который нигде не показывает отличного результата, однако
в большинстве случаев решение с его участием оказывается лучше среднего.
Такая ситуация ведет к патологическому состоянию, называемому относительным переобоб-

щением (relative overgeneralization), когда популяции сходятся к субоптимальным решениям,
включающих множество подобных умельцев. Эту оказию обнаружил Пол Виганд (Paul Wiegand)18.
Это можно исправить, если в качестве оценки приспособленности использовать наилучший резуль-
тат тестирования, вместо среднего. Однако чтобы получить его, необходимо провести очень много
тестов, возможно, использовав всю взаимодействующую популяцию. Так получается, что в другой
популяции существует всего несколько «специальных» взаимодействующих особей при тестирова-
нии с которыми получается такая приспособленность, как и при тестировании с использованием
всех особей. Ливиу Панаит (Liviu Panait), мой бывший студент, разработал кооперативный алго-
ритм с 2-мя популяциями, iCCEA, в котором осуществляется формирование архива особенных
взаимодействующих особей, что позволяет использовать значительно меньшее число тестов19.
Наконец, если функция приспособленности имеет множественные глобальные оптимимумы, или

квази-оптимумы, можно стать жертвой рассогласованности (miscoordination)20. Допустим име-
ется две взаимодействующие популяции, А и В, и два глобальных оптимума, 1 и 2, смещенные друг
относительно друга, как показано на рис. .5. В популяции А нашлась особь А1, являющаяся ча-
стью оптимального решения 1 (ура!), а в популяции В в свою очередь появилась особь В2 – часть
оптимального решения 2 (ура!). Однако ни одна из них не выживет, т.к. в популяции А отсутству-

18 См. диссертацию Пола: R. Paul Wiegand, 2004, An Analysis of Cooperative Coevolutionary Algorithms, Ph.D. thesis,
George Mason University, Fairfax, Virginia.

19 См. его диссертацию: Liviu Panait, 2006, The Analysis and Design of Concurrent Learning Algorithms for Cooperative
Multiagent Systems, Ph.D. thesis, George Mason University, Fairfax, Virginia.

20 Рассогласованность не является катастрофой для алгоритма с достаточномы поисковыми способностями. Однако,
необходимо заметить, что она становится таковой в родственном методе в искусственном интеллекте: много-
агентном обучении с подкреплением.
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Рис. .5: Рассогласованность

ет особь А2, которая взаимодействуя с В2 заставляет последнюю проявить себя в полную силу.
И аналогично, в популяции В пока не обнаружена особь В1, составляющая пару А1. В худшем
случае, будет испробована комбинация особей А1 и В2, что приведет к субоптимальной области в
совмещенном пространстве поиска. Таким образом, хотя А1 и В2 являются частями оптимальных
решений, определить это не получится, т.к. при тестировании они себя не проявляют.

6.4 Нишинг: Методы поддержания разнообразия
Разработано большое количество методов для расширения поисковых возможностей алгоритма, и,
возможно, предотвращения его преждевременной сходимости к субоптимальным решениям. Мы
уже рассмотрели:

• Увеличение размера выборки (популяции).

• Добавление шума в функцию Tweak.

• Уменьшение придирчивости к особям (повышение шансов быть выбранными у менее приспо-
собленных).

• Добавление в алгоритм случайных перезапусков.

• Добавление явных ограничений на разнообразие популяции (так как сделано в различных
параллельных стохастических подходах к оптимизации, например, в Островных или Прост-
ранственно-вложенных моделях).

• Прямое добавление отличающихся особей в текущую популяцию (как в Распределенном поиске
с переопределением путей).

Подход, который еще не был рассмотрен связан со штрафованием особей, если они слишком по-
хожи друг на друга. Например, можно принудительно занижать приспособленность особей, если
они слишком близки к другим особям (разделение приспособленности, fitness sharing). Ли-
бо можно отсеивать особей на основании их схожести с появляющимися потомками в устойчивом
алгоритме, или при учете разрыва поколений (перенаселение, crowding). Такие методы влияют
на выживаемость особи А (по сравнению с особью В), в зависимости от того, существует ли уже
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в популяции или является добавляемой некоторая особь С (похожая на А). Поэтому такие методы
тоже являются коэволюционными по своей природе21.
Прежде чем перейти к описанию различных методов, определимся, что означает похожие. Две

особи могут быть похожими, как минимум, тремя способами:

• Фенотипически: ведут себя похоже.

• Генотипически: они одинаково выглядят, когда дело доходит до скрещивания.

• У особей может быть близкая приспособленность.

В идеале необходимо обнаруживать фенотипическое сходство, хотя зачастую нелегко точно опре-
делить, что под этим понимать, либо фенотипы и генотипы попросту совпадают. Поэтому часто
останавливаются на какой-либо мере генотипического сходства. Схожесть по приспособленности в
данном контексте не имеет смысла, но при рассмотрении многокритериальных алгоритмов (в кото-
рых приспособленность оценивается более чем одной функцией), она внезапно оказывается очень
полезной!
Чтобы определить, насколько схожи особи, необходима мера расстояния, которая в идеале

должна задавать метрику над пространством фенотипов (или генотипов)22. Хорошо, если пред-
ставление особей уже принадлежит некоторому метрическому пространству, например, если в ка-
честве особей рассматриваются вещественные векторы (особь i имеет генотип 〈i1, . . . , in〉, а особь j
– 〈j1, . . . , jn〉), и, предполагая, что расстояние между генотипами и фенотипами совпадает, можно
использовать как меру корень из суммы квадратов разности генотипов, т.е. d(i, j) =

√∑
k (ik − jk)2.

Для булевских векторов можно использовать расстояние Хемминга, которое равно количеству
различий между генами, т.е. d(i, j) =

∑
k ik � jk, где � – оператор исключающего или (XOR). Если

же особи устроены сложнее, допустим, деревья, то вам будет не скучно, разрабатывая для них меру.

6.4.1 Разделение приспособленности
Основная идея разделения приспособленности (fitness sharing) заключается в поощрении разнооб-
разия путем уменьшения приспособленности у особей, которые похожи друг на друга23. Наиболее
общая форма разделения приспособленности предложена Дэвидом Голдбергом и Йоном Ричард-
соном и использует понятие окрестности радиусом σ. Будем штрафовать особей, если в данной
окрестности окажутся и другие особи, и чем их будет больше, и чем ближе они будут располагать-
ся к рассматриваемой особи, тем сильнее штраф.
Для известной метрики d(i, j) значение функции разделения (sharing function) s для особей i и j,

показывающей, какой штраф получит особь i за близость к j, вычисляется так:

s(i, j) =

{
1− (d(i, j)/σ)α,

0.

α – параметр, который можно изменять и тем самым регулировать величину штрафа для i.
Значение σ подбирается с приключениями: если оно слишком мало, то это уменьшает разнообразие,

21 Еще один подход к поддержанию разнообразия, который здесь не рассматривается, – не коэволюционный, а
основан на предотвращении инцеста (incest prevention). Т.е. особям запрещается скрещиваться, если у них
есть общий родитель (или дедушка, в зависимости от глубины анализа). Также известны некоторые исследования
по методу, который я называю явное разделение видов (explicit speciation), при которой у каждой особи
есть дополнительный ярлык, обозначающий ее «вид» (ярлык может мутировать), а селекция и скрещивание
проводятся ограничиваются особями одного вида. Обычно эти подходы используются для иных целей, нежели
поддержание разнообразия.

22 Метрическое пространство – это такое пространство, в котором можно ввести меру, подчиняющуюся неравенству
треугольника. В частности, функция расстояния d(i, j) должна обладать следующими свойствами. Во-первых,
она всегда ≥ 0 (какой может быть смысл у отрицательного расстояния?). Во-вторых, она равна 0, тогда и только
тогда, когда i = j. В-третьих, расстояние от i до j должно быть таким же, как и расстояние от j до i. И, наконец,
неравенство треугольника: для любых трех точек i, j и k всегда должно выполняться: d(i, k) ≤ d(i, j) + d(j, k).
Т.е. путь от i до k всегда должен быть не длинее, чем путь через третью точку j. К метрическим пространствам
относятся обычное многомерное Эвклидово пространство, а также пространство булевских векторов (используя
расстояние Хемминга). Но как быть с метрическими пространствами для деревьев? Существуют ли они?

23 Термин «разделение приспособленности» – неудачный, т.к. особи не делятся приспособленностью. У них просто
уменьшается приспособленность, из-за того, что они похожи. Впервые, насколько знаю, этот метод был представ-
лен в David Goldberg and Jon Richardson, 1987, Genetic algorithms with sharing for multimodal function optimization,
in John J. Grefenstette, editor, Proceedings of the Second International Conference on Genetic Algorithms, pages 41–49,
Lawrence Erlbaum Associates.
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но если оно слишком велико, то множественные оптимумы окажутся в некоторой окрестности (или
хотя бы близко к этой ситуации). Приспособленность обновляется следующим образом:

fi =
(ri)

β∑
j s(i, j)

,

где ri – текущая (исходная) приспособленность i-й особи, а fi обновленная приспособленность, ко-
торая и будет использовать далее. β – масштабирующий коэффициент, требующий осторожной
настройки. Если он слишком мал, то особи не будут смещаться к оптимуму из страха оказаться
слишком близко друг к другу, а если очень велик, то результатом будет малопродуктивная «толпа».
Естественно, обычно расположение оптимумов заранее неизвестно (поэтому-то и применяется алго-
ритм оптимизации!), что создает проблему. Таким образом, имеется три настраиваемых параметра:
α, β и σ.
Если оценка приспособленности основывается на проверке особи на наборе тестовых задач (к

примеру, необходимо выяснить сколько из 300 задач эта особь способна решить), существует и бо-
лее простой способ добиться желаемого результата. Роберт Смит (Robert Smith), Стефани Форрест
(Stephanie Forrest) и Алан Перельсон предложили неявное разделение приспособленности
(implicit fitness sharing)24: если особь хорошо справляется с тестом, который проходят лишь
несколько других особей, то эта особь получает существенный прирост к приспособленности. Под-
ход Смита, Форрест и Перельсона заключается в итеративном тестировании особей из популяции,
по результатам которого определяется приспособленность всех особей. В неявном разделении при-
способленности «плюшки» за решение теста делятся со всеми особями, которые также проходят
этот тест:

Алгоритм 92 K-кратное совмещенное вычисление приспособленности с N популяциями
1: P ← популяция
2: k ← количество выборок из популяции {Должно быть гораздо больше, чем ‖P‖}
3: σ ← количество особей в одной выборке
4: T ← тестовые задачи для определения приспособленности

5: C ← матрица ‖P‖ × ‖T‖, изначально заполненная нулями {Ci,j показывает сколько раз особь
Pi использовалась в выборках для Tj}

6: R ← матрица ‖P‖ × ‖T‖, изначально заполненная нулями {Ri,j суммарное вознаграждение
особи Pi на тесте Tj}

7: for каждый тест Ti ∈ T do
8: for k раз do
9: Q← σ уникальных случайных особей из P

10: for каждая особь Ql ∈ Q do
11: i← индекс особи Ql в популяции P
12: Ci,j ← Ci,j + 1
13: end for
14: S ← σ лучшая(ие) особь(и) из Q, по результатам теста Tj {Все особи в S одинаково хороши}

15: for каждая особь Sl ∈ S do
16: i← индекс особи Sl в популяции P
17: Ri,j ← Ri,j + 1/‖S‖
18: end for
19: end for
20: end for
21: for каждая особь Pi ∈ P do
22: Приспособленность(Pi)←

∑
j Ri,j/Ci,j

23: end for
24: return P

24 Этот метод появился в ходе решения более крупной задачи, связанной с разработкой алгоритма оптимизации,
основанного на искусственных имунных системах (artificial immune systems). Первая публикация: Robert
Smith, Stephanie Forrest, and Alan Perelson, 1992, Population diversity in an immune system model: Implications for
genetic search, in L. Darrell Whitley, editor, Proceedings of the Second Workshop on Foundations of Genetic Algorithms,
pages 153–165, Morgan Kaufmann.
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Обратите внимание, что какая-нибудь особь не примет участия в тестировании, что особенно веро-
ятно при малых k, в этом случае вероятно необходимо обнаруживать такие случаи и принудительно
включать подобных особей в тестирование.
Хотите верьте, хотите – нет, но этот алгоритм весьма близок к разделению приспособленно-

сти, если считать, что «окрестность» особи определяется фенотипически по тому, схожи ли тесты,
решенные особями. Как и ранее необходимо определить радиус окрестности σ, но теперь вместо
задания явного значения радиуса, используется размер выборки особей, соревнующихся в решении
тестовой задачи t. Этот параметр также требует настройки, однако обычно он менее чувствителен.
Значение k должно быть как можно больше, насколько позволяет время, чтобы получить более
достоверные результаты.

6.4.2 Перенаселение
В механизме перенаселения (crowding) приспособленность одинаковых особей не штрафуется.
Вместо этого повышается вероятность их выбора для отсеивания по устойчивой (steady-state) схеме.
Несмотря на то, что такая схема обычно – эксплуатирующая, механизм поддержания разнообразия
при перенаселении частично нивелирует эту особенность. Изначальная версия перенаселения, пред-
ложенная Кеном Де Йонгом (Ken De Jong)25, была похожа на устойчивую схему эволюционного
поиска: в каждом поколении производятся n особей, которые по одному добавляются в популя-
цию, замещая уже существующих особей. Выбор замещаемой особи осуществляется с применением
турнирной селекции, основанной не на приспособленности, а на схожести с добавляемой особью.
Отметим, что из-за добавления только одной особи на каждом подшаге, среди замещаемых особей
могут оказаться и один из n потомков, поэтому этот алгоритм не полностью следует устойчивой
схеме. Однако можно использовать перенаселение и для обыкновенного устойчивого алгоритма.
Как оказалось у перенаселения имеются проблемы с качеством поиска решения. Однако его мож-

но усилить, если дополнительно потребовать, что потомок замещает выбранную особь, только если
он приспособленнее. Такой подход называется ограниченной турнирной селекцией (Restricted
Tournament Selection), он был предложен Жоржем Хариком (Georges Harik)26 и работает весьма
неплохо.
Совершенно другой механизм предложен Самиром Мафаундом (Samir Mahfoud), названный де-

терминированным перенаселением (Deterministic Crowding)27, при котором случайным об-
разом выбирается пара родительских особей, производящих двух потомков. Каждый потомок кон-
курирует с наиболее близким родителем, и если он приспособленнее, то он замещает этого родителя
в популяции. Идея заключается в том, чтобы замещать потомками особей в популяции (в данном
случае родителей), которые к ним ближе и которые менее приспособленны. Вариант Мафаунда
представляет описание оригинального поколенческого алгоритма, в противовес механизму пересче-
та приспособленности:

25 В его диссертации Kenneth De Jong, 1975, An Analysis of the Behaviour of a Class of Genetic Adaptive Systems,
Ph.D. thesis, University of Michigan. Текст доступен по адресу http://cs.gmu.edu/~eclab/kdj_thesis.html.

26 Georges Harik, 1995, Finding multimodal solutions using restricted tournament selection, in Larry J. Eshelman, editor,
Proceedings of the 6th International Conference on Genetic Algorithms, pages 24–31, Morgan Kaufmann.

27 Мафаунд впервые упомянул этот подход в статье Samir Mahfoud, 1992, Crowding and preselection revisited, in
Reinhard MЁanner and Bernard Manderick, editors, Parallel Problem Solving From Nature II, pages 27–36, North-
Holland, однако окончательное описание приведено в его диссертации Samir Mahfoud, 1995, Niching Methods for
Genetic Algorithms, Ph.D. thesis, University of Illinois and Urbana-Champaign.
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Алгоритм 93 Детерминированное перенаселение
1: popsize ← требуемый размер популяции

2: P ← {}
3: for popsize раз do
4: P ← P ∪ {новая случайная особь}
5: end for
6: Best← �
7: for каждая особь Pi ∈ P do
8: ВычислениеПриспособленности(Pi)
9: if Best = � или Приспособленность(Pi) > Приспособленность(Best) then

10: Best← Pi
11: end if
12: end for
13: repeat
14: Случайно перемешать особей в P {Алгоритм случайной перестановки элементов массива см.

в алгоритме 26.}
15: for i от 1 до ‖P‖ с шагом 2 do
16: Потомки Ca, Cb ← Кроссинговер(Копия(Pi), Копия(Pi+1))
17: Ca ← Мутация(Ca)
18: Cb ← Мутация(Cb)
19: ВычислениеПриспособленности(Ca)
20: ВычислениеПриспособленности(Cb)
21: if Приспособленность(Ca) > Приспособленность(Best) then
22: Best← Ca
23: end if
24: if Приспособленность(Cb) > Приспособленность(Best) then
25: Best← Cb
26: end if
27: if d(Ca, Pi) + d(Cb, Pi+1) > d(Cb, Pi) + d(Ca, Pi+1) then
28: Поменять местами Ca и Cb {Определить, с каким родителем будет конкурировать каждый

потомок.}
29: end if
30: if Приспособленность(Ca) > Приспособленность(Pi) then
31: Pi ← Ca {Заменить особь, если потомок приспособленнее.}
32: end if
33: if Приспособленность(Cb) > Приспособленность(Pi+1) then
34: Pi+1 ← Cb {Заменить особь, если потомок приспособленнее.}
35: end if
36: end for
37: until Best – идеальное решение, или закончилось время поиска
38: return Best
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